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SUR LE RANG DU 2-GROUPE DE CLASSES DE
Q(y/m,Vd) OU m =2 OU UN PREMIER p = 1 (mod4)

ABDELMALEK AZIZI AND ALI MOUHIB

ABSTRACT. On the rank of the 2-class group of Q(/m,V/d). Let d be
a square-free positive integer and p be a prime such that p = 1 (mod4). We
set K = Q(v/m,/d), where m = 2 or m = p. In this paper, we determine the
rank of the 2-class group of K.

RESUME. Soit K = Q(v/m,V/d), un corps biquadratique ott m = 2 ou bien un
premier p = 1(mod4) et d étant un entier positif sans facteurs carrés. Dans
ce papier, on détermine le rang du 2-groupe de classes de K.

1. INTRODUCTION

Soit k£ un corps de nombres. Si k est un corps quadratique, on sait d’apres la
théorie des genres, déterminer le rang du 2-groupe de classes de k; mais ceci n’est
pas simple pour un corps de nombres quelconque. Si k est un corps biquadratique,
plusieurs mathématiciens se sont intéressés a ce type de problemes; en particulier
on note les travaux suivants: Dans [Az-93|, A. Azizi avait structuré le 2-groupe de
classes de tous les corps biquadratiques imaginaires de la forme Q(v/—1, \/E) oud
est un entier naturel sans facteurs carrés, ayant une 2-partie de nombre de classes
égale & 4. De méme dans [Be-97], I. Benhamza avait étudiée le méme probléme pour
les corps biquadratiques de la forme Q(v/—2, \/E) ou d est un entier naturel sans
facteurs carrés. De plus dans [Mc-Pa-Ra-95], T. M. McCall, C. J. Parry et R. R.
Ranalli avaient déterminé tous les corps biquadratiques imaginaires dont le 2-groupe
de classes est cyclique. D’autre part, dans [Si-95], P. J. Sime avait considéré des
corps biquadratiques réels K, qui possedent des sous-corps quadratiques, ayant des
2-groupes de classes élémentaires. Sous ces conditions, il avait donné des éstimations
sur le 4-rang du 2-groupe de classes de K.

De notre part, on s’est intéressé aux corps biquadratiques réels K = Q(y/m, \/E),
tel que m = 2 ou bien m est un nombre premier avec m = 1 (mod4) et d un entier
naturel sans facteurs carrés, et on démontre les résultats suivants, sur le rang du
2-groupe de classes de K:

On note par H le 2-groupe de classes de K, r le nombre des premiers de Q(1/m)
qui se ramifient dans K et e un entier naturel défini par 2¢ = [E : N(K*)NE] ou E
désigne le groupe des unités de Q(y/m) et N 'application norme, alors le rang de
H (rangH) est égal & r — 1 — e et de plus on démontre les deux théorémes suivants:

Théoréme 1. Soient k = Q(v/m) ot m = 2 ou bien m est un premier p =
1(mod4), K = k(v/d) ot d est un entier naturel sans facteurs carrés et S =
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{q1]d tel que (qﬂl) =1 et g1 premier impair de Q}. S’il existe un premier impair q,
tel que ¢ = 3 (mod4) et g|d, alors e =1 ou e = 2. Plus précisément on a:

1) Sim = 2, ou m = p = 5(mod8), alors rangH = r — 2 si et seulement si
Vg1 € S, (;—11) =1.

2) Sim =p=1(mod8), alors rangH = r—2 si et seulement si Vg, € S, (;—11) =
1et{[d=2c avec (=) =1] ou bien d =1 (mod4) }.

Théoréme 2. Soient k = Q(\/m), tel que m = 2 ou bien m est un premier p =
1 (mod4) et K = k(v/d) ot d est un entier naturel sans facteurs carrés, qui n’est pas
divisible par les premiers ¢ = —1 (mod4). Alors e =0 ou e = 1; plus précisément
on a:

1) Sim =p = 1(mod4), alors rangH = r — 1 si et seulement si Vq|d tel que
(I)=Tona(L)s= (L) et| (%)4 = (—1)pr1 sip=1(mod8) et d=2c].

2) Sim =2, alors rangH =1 — 1 si et seulement si Vq|d tel que ¢ = 1 (mod8)
on a (%)4 = (-5

A la fin de cet article, on applique nos résultats sur des cas particuliers pour

démontrer que le 2-groupe de classes de K est cyclique ou encore qu’il est de type
(2,2).

2. DEFINITION ET PROPRIETES DU SYMBOLE DU RESTE NORMIQUE

Soient k un corps de nombres algébrique et K une extension abélienne de con-
ducteur f. Pour chaque idéal premier P de k, on désigne par fp la plus grande
puissance de P qui divise f (P fini ou infini).

Soient b € k* et P un idéal premier fini ou infini de k. A 'aide du théoreme
d’approximation, il existe un nombre auxiliaire by vérifiant:

bp=bmod fp et by=1mod i

fr
Alors si (bg) = P"I avecn € Z et (I,P) =1 (n = 0 si P est infini), on pose
(%) = (£) on (£) désigne D'application d’Artin dans 'extension K/k appliquée

a l'idéal I.

Soit m un entier naturel. On suppose que k contient les racines m- iemes de
l'unité et que K est de la forme K = k( §/a) ol a € k*. Pour b € k*, on définit le
symbole du reste normique par:

ba, _ (MH)(va)
(?)m =T wa
ou P est un idéal premier de k.
Si P ne divise pas le conducteur de k( %/a)/k, on pose:

k m, m
ay _ (M) (v/a)
m % .
Propriétés du symbole du reste normique:
1) (2% )m = (%%)m (%)
7) m T ’P m ’P my
2) Si P ne divise pas le conducteur f de I'extension k( %/a)/k et apparait dans

(b) & 'exposant e, alors (bp—“) = (5)m" o vp(b) = e,

3) (bTa)bm =1, si P n’apparait ni dans f ni dans (b),
4 1p 5 )m = 1,
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3. RANG DU 2-GROUPE DE CLASSES DE CERTAINS CORPS BIQUADRATIQUES

Notations:
K: Corps biquadratique réel.
k: Sous-corps quadratique de K de nombre de classes impair.

IS8

2:2): C’est le symbole du reste normique d’indice 2 qu’on note (%1)2

Le groupe des unités de k.

L’application norme.

Le nombre des premiers de k£ qui se ramifient dans K.

Entier naturel défini par 2¢ = [E : ENN(K*)].

L’unité fondamentale de k.

Le 2-groupe de classes de K.

On sait d’apres [Gr-73] que le nombre des 2-classes ambigues de K/k est égal a
1

2r

[E:ENN (K9]
Lemme 1. On garde les mémes notations que précédemment. Alors le rang de H
est égal ar—1—e.

o

27’7176 —

Preuve. Soit f ’homomorphisme de groupes défini de H dans H? par:

1] L [1]? ott H? désigne le sous groupe de H formé par les carrés de H.

L’homomophisme f est surjectif, de plus on a: Kerf = {[I] € H/[I]*> = 1}.

Si [I] € Kerf, alors [I]* = 1. Or Ng (1) = I'*7 est un idéal de k et sa classe
est d’ordre un diviseur de 2. Comme le nombre de classes de k est impair, alors
[[]'T7 = 1. Ainsi [[]° = [I]~! = [I], par suite Kerf n’est rien autre que le groupe
des 2-classes ambigues de K. D’ou |Kerf| =2"—17¢.

Ainsi on a |[H/H?| =2"717¢ et le rang de H est égal & r — 1 —e. [ ]

Remarque 1. L’entier e est égal a 0, 1 ou 2.

En effet: On sait que le groupe des unités de H est engendré par —1 et €. Par
suite on a:

1) e = 0 si et seulement si —1 et € sont des normes dans 'extension K/k.

2) e = 1 si et seulement si —1 est une norme et € ne l'est pas, ou bien —1 n’est
pas une norme et € ou —e est une norme dans 'extension K/k.

3) e = 2 si et seulement si —1, € et —e ne sont pas des normes dans l’extension
K/k. |

Lemme 2. Soient d un entier naturel sans facteurs carrés, K = k(v/d) et u € k*
tel que l'idéal (u), engendré par u dans k, est norme d’un idéal de K. Alors u est
une norme dans K/k si et seulement si (U;Dd) =1 pour tout premier P de k qui se

ramifie dans K.

Preuve. Soient f = P"*...Pt» le conducteur de l'extension K/k et P un diviseur
quelconque de f.

On suppose que u est une norme dans l'extension K/k. Alors il existe z € K,
tel que N p(z) = u, par suite N/, (z) = u(modP™) ot P™ est la plus grande
puissance de P qui divise le conducteur f de K/k. Ainsi (“’?d) = 1 pour tout
premier P de k qui se ramifie dans K.
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Inversement: Si (%d) = 1, pour tout P premier de k qui se ramifie dans K, alors
il existe des b; € K tels que: u = N/ (b;) (mod P;"*) ott P} est la plus grande
puissance de P; qui apparait dans f. De plus on a:

Soit O I'anneau des entiers de K, on a P;Ox = Y;?> ou1 Y; est un idéal premier
de K. D’apres le théoreme d’approximation on a:

Il existe b € K, tel que b =b; (mode“"’) pour tout ¢ € {1,2,...,n}.

Pour o € Gal(K/k) on a o(b) = o(b;) (mod Y;"*), par suite

N(b) = N(b;) (mod Y"1).
Puisque NV (b) et N'(b;) € k, alors N'(b) = N (b;) (mod P;*"), d’ott u = N'(b) (mod P;"*).
Ainsi u(N (b))t € kg on ks ={z € k*/ ((z),f) =1et z=1(mod f)}.

L'idéal (u) est norme d’un idéal de K, donc u(Ng /5, (b))~ € ky1ni~ (Ni /i (1))
ou Ik désigne le groupe des idéaux fractionnaires de K, I {{ = {J idéal de K/(J, f)
=1} et i est Iapplication de K* dans I, défini par  —— (z).

D’aprés [1a=73] page 156 on a kpy Ni~ (N(IL)) = ks1 NN(K*), par suite u est
une norme dans 'extension K/k. |

Remarque 2. Si (u) n’est pas norme d’un idéal de K, alors I'implication <= n’est
pas toujours vérifiée.

Preuve. Soient k = Q, K = k(,/p) ol p est un premier de @ tel que p = 1 (mod 4)

et u = p1g1 ou p; et ¢ sont des premiers de ) qui vérifient (pﬂl) =(£)=-1.Le

nombre p est le seul premier de k£ qui se ramifie dans K. De plus on 2;1:1
w,py _ P1gq1,,Py _ PP1q1\ _ P1d1\_y (py _ P141
(p)(p)(p)(p) (p)-
Ceci implique que (*52) = (£)(4) = 1. D’autre part I'idéal (u) n’est pas norme
dans K/k. En effet:
L’idéal (p1) reste inerte dans K, d’out (p1) ne peut étre norme d’un idéal de K.
Ainsi (u) ne peut étre norme d’un idéal de K. Par conséquent ’élément u n’est pas
une norme dans 'extension K/k. [ |

Lemme 3. Soient d un entier naturel sans facteurs carrés et K = k(v/d). Si lidéal
(u) de k engendré par u est norme dans l'extension K/k, alors lef(%i) =1 ou
le produit est pris sur les premiers divisant le conducteur [ de lextension K/k.

Preuve. On sait que HP(%) =1.

On suppose que P ne se ramifie pas dans K, alors on a (%i) = (%)*m ol
m = vp(u). Puisque I'idéal (u) est norme, alors les premiers divisant (u) qui restent
inerte dans K doivent apparaitre dans (u) avec des puissances paires. Ainsi si m
est impair, alors P se décompose complétement dans K et par suite (%) = 1. Ainsi

onaHP‘f("’Tfi):l. [ |

Remarque 3. Silidéal (u) n’est pas norme dans K, alors le résultat précédent n’est
pas toujours vrais.

Preuve. Soient k = Q, K = Q(/p) ol p est un premier de Q qui vérifie p =
1(mod4) et u = q tel que (%) = —1. Le nombre p est le seul premier de @ qui se
ramifie dans K. Par suite on a:

M:(Lp:pvq:gfvp(p):g:_
7131( ) (p) (p) (p) (p) L u
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Lemme 4. Soient p un nombre premier impair de () qui reste inerte dans k/Q,
P lidéal premier de k au dessus de p engendré par p, d un entier naturel sans
facteurs carrés et K = k(v/d). On suppose que P est ramifié dans K/k, alors on
a:

’
Preuve. Siu = u'b? ol v/ et b sont deux entiers, alors (%) = ("Pd) On se ramene

ainsi au cas ol u est sans facteurs carrés. i

a) On suppose que P ne se ramifie pas dans k(y/u)/k.

On a (%d) = (d?") = (%)*“’(d) ot () désigne 'application d’Artin dans
I'extension k(y/u)/k appliquée & 'idéal premier P. Comme p est inerte dans k,
alors P se décompose dans k(y/u)/k. Par conséquent (%) =(p)=1

b) On suppose que P se ramifie dans k(\/u).

Le fait que 'idéal P se ramiﬁe dans k(y/u) implique que p|u (car p est impair).

Par suite (upd) = ( ;,p)( 5 ) oud=dp.

On a (%) = (%) = (%) = 1 (on se ramene au cas a)). Par suite on a
(“P—d) = (%) = (BA)(pP) on v’ = %. De plus on a (“*) = (Bg~) = 1 (méme

démonstration que dans a)
Comme (%) = (71”’)
alors on a:

)-
(

r), (B2) = 1 et () = (250 = () = 1
Yu € Z (?):1. [ |

4. PREUVES DES THEOREMES

On s’intéresse a déterminer le rang du 2-groupe de classes de K = Q(y/m, v/d)
ou m = 2 ou bien m = p = 1(mod4). Dans toute la suite on va supposer que
k = Q(y/m) o m = p = 1(mod4) ou bien m = 2. On commence par rappeler
quelques résultats utiles dans la suite.

Soit ¢ un premier impair, on pose ¢* = (—1)%@

Proposition 1. Soit F' = Q(\/d1,/d2) ot dy et da sont deux entiers relatifs sans
facteurs carrés. Soient p1,...,ps les diviseurs premiers impairs du discriminant
Dp de F. Alors le corps de genres au sens restreint de F' est donné par la formule

suivante:
F(*) = F(\/p—T7 ceey \/p_t)

Preuve. Voir par exemple [Be-97]. |

Proposition 2. Soient F = Q(v/d1,\/dz) ot di et da sont deuz entiers relatifs
sans facteurs carrés et F*) le corps de genres au sens large de F. On désigne
par p1,pa, ..., ps les différents premiers ramifiés dans F/Q et par eq,ea, ..., es leurs
indices de ramifications. Alors on a

%Hii e; si F est réel et —1 n’est pas un reste normique
[F(*) Q] = modulo un premier p,

1=s .
[[,Ziei dans le cas contraire.

Preuve. Voir [Kub-56]. |
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Preuve du théoréme 1. On suppose qu’il existe un premier ¢ impair, tel que ¢ =
3 (mod4) et g|d. On sait que le corps de genres au sens large de K est le sous corps
réel maximal du corps de genres au sens restreint du corps K. Ainsi, d’apres la
proposition 1, on trouve que [K*) : Q] = 2 [[:Z] e;.

D’aprés la proposition 2, il existe un premier p’ tel que —1 n’est pas un reste
normique modulo p’. Par conséquent, € et —e ne sont pas des normes dans ’exten-
sion K/k car sinon on aura:

Il existe x € K tel que Nk i (x) = Fe. Puisque Ny q(£¢) = —1 ona Ng/qg(x) =
—1. Par suite, —1 est un reste normique dans l'extension K/k modulo chaque
premier p. Ce qui est absurde. Ainsi € et —e ne sont pas des normes dans I’extension
K/k. D'ott e = 1 ou e = 2 suivant que —1 est une norme ou non dans K/k.

1) Soit m =2 oum = p =5 (mod8).

Soit P un idéal premier de k, qui se ramifie dans K. Si P est au dessus de

g1 ou ¢; est un premier impair tel que (qﬂl) = —1, alors d’apres le lemme 4 on a
(=) =1.

SiP est au dessus de g; ol g1 € S, alorson a (%d) = (%) = (%1)”7’(‘1) = (;—11)

Si P est au dessus de 2, alors le symbole (%d) se calcule & partir de la formule
lef(#) =1 (voir lemme 3). Ainsi —1 est une norme dans 'extension K/k si
et seulement si Vg1 € S (;—11) = 1. Par suite rangH = r—1—e=1r —2 si et
seulement si Vgq; € S (;—1) =1.

1
2) Soit m = p =1 (mod8).
Soit P un premier de k qui se ramifie dans K. Si P est au dessus de ¢ ou ¢, est
—-1,d

tel que () = —1, alors d’apreés le lemme 4 on a (=3=) = 1.

Si P est au dessus de ¢; ou ¢q1 € S, alors on trouve que: (%d) = (dp;l) =

(F) = (;—11) Si P est au dessus de 2 et comme p = 1 (mod 8), alors il existe deux

premiers P; et Ps tels que 20, = P1P,. Calculons (#) pour 7 = 1,2. Comme

(_;1 4y = (%Qd) (propriétés du symbole du reste normique), on ne s’intéresse qu’au
cas ¢ = 1.

a) Soit d = 3 (mod4).

/On pose d = qd’ o d = 1(mod4). On a (%ld) = (—_71,’1d )(%lq) et (—_7151d ) =
(g_l)o =1 (car d’ = 1 (mod4) et Py ne se ramifie pas dans k(v/d’)). Ainsi (%’ld)
(7;’1"). Donc on se ramene & calculer (7;1‘1).

*) On suppose que (£) = 1.

Il
—
A
)
~—
—
-
&
~—
Q
o
=)
=]
)

Si P est un premier de k au dessus de ¢, alors (_;, d)

(_17’,(1/) =1 (car d = 1(mod4)), alors (%d) = (%) = (Tl) = —1. Ainsi —1
n’est pas norme dans l’extension K/k.

*) On suppose que (%) =-1.

On note par H' le 2-groupe de classes de K’ = Q(\/p,/q), r1 (vesp. 72) le
nombre des premiers de Q(y/p), (resp. Q(,/q)), qui se ramifient dans K’ et e;
(resp. ez) l'entier défini dans les notations correspondant a I’extension K'/Q(/p)
(resp. K'/Q(\/q)). Onar =3 etro =1. OrrangH’ =ry —1—e; =72 — 1 — ey,
donc rangH’ =2 — e; = 0 — ey. Ceci implique que e; =2 et es = 0. Ainsi —1 et €
ne sont pas des normes dans l'extension K'/Q(,/p).

Comme (%) = —1, alors ¢O; = P’ est un premier et (%) =1 (voir lemme 4)
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or e; = 2, par conséquent (7,—‘1) = (%2‘1) = —1. Ainsi si d = 3 (mod4) on a:
-1,d -1,d
) _ ) - 1.
e~
b) Soit d = 2c.
On pose QOk = PP, dans k. On a (7713’1d) = (7;12)(7;16) D’autre part on a

( ) ( ) ot (—1 2) =1 (car —1 = Nyvay 1+ V/2)). Calculons (—73110) Si
(

c= 1 m0d4) alors ( élc) = (Pil)o =1 (car P; ne se ramifie pas dans k(/c)). Si
¢ = 3 (mod4), alors comme dans le cas ot d = 3 (mod4), on trouve que (_;1 €)=
Ainsi —1 est une norme dans Iextension k(v/d)/k si et seulement si Vg, €
S, (;1) =1et {[d=2cavec (=2) =1] oud =1(mod4)}. Ce qui est équivalent &
mngH =r —2. Ainsi le theoreme 1 est démontré. |

Dans la suite on suppose que k = Q(y/m) ot m = 2 ou bien m = p =1 (mod4)
et K = k(v/d) est tel qu’ il n’existe aucun premier ¢ = 3 (mod4) divisant d. Pour
la suite on aura besoin des deux propositions suivantes:

Proposition 3. Soient p et q deux premiers différents, tels que p = q =1 (mod4)
et h est le nombre de classes de Q(\/p,+/q). Si (%) =1, alors h est tmpair si et
seulement si (%)4 % (%)4.

Preuve. Voir [Kuc-95|. |

Proposition 4. Soient p un premier, tel que p = 1(mod4) et h le nombre de
classes de Q(\/p,V?2). Si (%) = 1, alors h est impair si et seulement si (%)4 #

(-1)".
Preuve. Voir [Kuc-95|. |
Preuve du théoréme 2.

*) Cas ot m = 2.

Soit P un premier de k qui se ramifie dans k(v/d). Par suite P est au dessus
d’un premier impair.

—1 est norme dans P’extension k(v/d)/k, en effet:

Si P est au dessus d’'un premier g, alors: (%d) = (%) = (L= _1) = (%) 1
(%1) = 1, car ¢ = 1(mod4). Par suite —1 est norme dans P'extension (\/E)/ .
Ainsionae=0oue=1.

Soit € I'unité fondamentale de Q(v/2). Calculons (Epd).

Si P est au dessus de g ou ¢ est un nombre premier; alors d = gd’ ou d’ est
un entier naturel premier avec q. Puisque P est non ramifié dans k;(\/y ), alors

(6’7,[1/) = 1. Comme (epd) = (%q)(s’Pdl ), alors le calcul de (%) revient au calcul de
g

| 73))Si q est un premier vérifiant (2) = —1, alors le seul premier de k£ qui se ramifie
dans Q(v/2,/q) est P. Ainsi, en utilisant le lemme 3, on trouve que (S5!) = 1.

-) Si g est un premier vérifiant (q) =1, alors on pose qO; = PP ou Py et Ps
sont des premiers de k ramifiés dans Q(v/2, /). On calcule (%)

Soit H' le 2-groupe de classes de Q(v/2, V/Q)- Soient 7 et e les entiers définis dans
les notations correspondant & I'extension Q(v/2, \/7)/Q(v/2). Comme ( ) =1, alors
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r = 2 et par suite rangH’' = 1 — e. D’apres la proposition 4, le nombre de classes
de Q(v/2, /@) est impair si et seulement si (%)4 % (—1)%. Ce qui est équivalent
ae=1.

On a —1 est norme dans l'extension Q(v/2,/q)/Q(v/2), ainsi e = 1 si et seule-
ment si € n’est pas norme dans Pextension Q(v2, ,/)/Q(v/2). Par suite e = 1 si et

seulement si 3i € {1,2} tels que (%) = —1 (voir lemme 2). D’aprés le lemme 3 on
a (50)(50) = 1, dolt (9) = (52). Ainsi
G =(Gh =1 Gt ()
Pl B PQ N q 4 :

Par conséquent si (%) =1, alors

€,q €,q 2 a—1
(5 )= (F,) = D=

D’of1 € est norme dans k(v/d)/k si et seulement si Vg|d, tel que ¢ = 1 (mod8) on a

g—1
(2)a=(-1)".

*) Cas ot m = p = 1 (mod4).

Soit P un premier de k qui se ramifie dans Pextension k(v/d)/k. Si P est au

dessus de ¢ ol ¢ est un premier impair, alors comme dans le cas m = 2, (%d) =1.

Si P est au dessus de 2, alors (%i) = (%) = (%)(%) oud=2cetc
un entier naturel impair. D’autre part on a (_71D ) = () = 1 car ¢ = 1(mod4)
et (%) =lcar =1 = Ny 5 (1 + V/2). Ainsi —1 est norme dans l'extension
k(Vd)/k.

Soit € I'unité fondamentale de Q(,/p), calculons (%’l) :

Si P est au dessus de g ol ¢ est un nombre premier y compris le premier 2; alors
d = gd' ol d’ est un entier naturel premier avec g. Comme dans le cas m = 2, on

trouve que (E’Pd’) = 1. Ainsi le calcul de (%l) revient au calcul de (%?).
-) Si g est un premier vérifiant (%) = —1, alors le seul premier de k qui se ramifie

dans Q(,/p,/q) est P. En utilisant le lemme 3, on trouve que (%) = 1.

-) Si ¢ est un premier impair vérifiant (%) = 1, alors ¢qO = P1Py dans k =
Q(\/p). On refait le méme raisonnement que dans le cas ott m = 2 et en utilisant
la proposition 3, on trouve que

€& q, 64, D
(?#1)7(732)*(5)4(

-)Sig=2et (%) = 1, alors 20y = P1P, dans k. Avec le méme raisonnement que

précédemment et en utilisant la proposition 4, on trouve que

€2
P1

() = (
En fin € est norme dans k(v/d)/k si et seulement si Vg|d tel que () =1ona
(B)a = (L) et si p = 1(mod8) et 2|d alors (%)4 = (—1)%. Ainsi le théoreme 2
est démontré. [
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5. APPLICATIONS

Soit K un corps de nombres. On note par h(K) le 2-nombre de classes de K et
par h(m) le 2-nombre de classes du corps quadratique Q(y/m). Dans toute la suite
D, 4, P1, q1, g2 désignent des nombres premiers.

I-Premiére application. Soient p un nombre premier tel que p = 1 (mod4), d
un entier naturel sans facteurs carrés et K = Q(\/}_a, \/E) Comme au paravant, on
désigne par K™ le corps de genres de K. On suppose que K*) = K; alors les
formes possibles de d sont:

1) d = p1 ou p1 = 1 (mod4);

2) d=qou q=—1(mod4);
3)d=2;

4) d =2q ot g = —1 (mod4);

5) d=qiqz ol g1 = g2 = —1 (mod4).

Théoréme 3. Soient K = Q(/p, \/E) un corps biquadratique et K) le corps de
genres de K. Si K®*) = K alors le 2-groupe de classes de K est trivial ou cyclique.

De plus on a h(K) = 1h(pd).

Avant de donner la preuve du théoréme 3, on a besoin de la proposition suivante:

Proposition 5. Soient F' un corps de nombres et p un nombre premier. On note
par F,El) le p-corps de classes de Hilbert de F' et par F,EQ) le p-corps de classes de
Hilbert de F,sl), Alors on a:

Si F,gl)/F est cyclique alors F,gl) = F,SQ).

Preuve. Voir [Ta=37). |

Preuve du théoréme 3. Pour les cas 1 et 3, le théoreme 2 implique que le 2-groupe
de classes de K est trivial ou cyclique. Les cas 2, 4 et 5 découlent du théoreme
1. La théorie des genres montre que le 2-groupe de classes du corps quadratique
Q(\/pd) est cyclique. Puisque K/Q(+/pd) est une extension abélienne non ramifiée,
alors, d’apres la proposition 5, les 2-corps de classes de Hilbert de K et de Q(v/pd)

sont identiques. Par suite on a h(K) = h(pd). [ |

II-Deuxiéme application. Soient p un premier tel que p = 1 (mod4), d = p1g1go

avec q1 = g2 = —p1 = —1 (mod4) et K = Q(/p, \/P1q142)-

Théoréme 4. Soit K = Q(\/p,/P141G2) tel que p=p1 = —q1 = —q2 = 1 (mod4).
Alors le 2-groupe de classes de K est cyclique si et seulement si l'une des conditions
sutvantes est vérifiée:
Py _ (DY _ (P _
1) (5) =(2) = (;)1—2) - -1,
2) (F)=-let (F)(L)=-1

Preuve. Voir théoreme 1. [ |

On note par H, le 2-groupe de classes de K. Par application du théoréme 1, on
trouve que rangH € {1,2,3} et rangH = 3 si et seulement si (L) = (£) = (Z) =
1. Dans ce qui suit on s’intéresse a déterminer tous les entiers d pour lesquels le
2-groupe de classes de K est de type (2,2).

Soit E (resp. E;) le groupe des unités du corps K (resp. Q(y/m;)) ou mi = p,

mg = P1q1q2 €t m3 = pp1q1q2.
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On note par Q' = [E : [ E;] I'indice des unités de K. Alors d’apres [Wa-66] on
a la formule suivante
/
) n(x) = 9 h(p)hid)h(pd).
Soient €1, €2 et €3 les unités fondamentales réspectives de Q(\/p), Q(/P1q1qz2) et
Q(v/PP1q1G2). Comme Ng( /5)/q(€1) = —1, alors on montre que I'indice des unités
Q' de K est tel que Q' =1 ou Q' = 2.
Pour déterminer le 2-nombre de classes de Q(,/p1q1gz2) et celui de Q(,/pp1q1G2),
on utilise les résultats de [Ka-76] et [Be-Le-Sn-96].
a) On suppose que deux éléments de {(L£), (L), (Z)} valent —1.
a1) Si (&) =1et (£) = (L) = -1, alors rangH = 2 (voir théoréme 1). On
distingue les cas suivants:
*) Si(8) = (&) =1, alors 4[h(p1q1g2). Or 8|h(pp1g1g2) donc 8|h(K). Par suite
ce cas est a rejeter.
*) Si (%) = (’;—;) = —1, alors h(p1g1g2) = 2 (mod4). Comme 8|h(pp1q1q2), par
un calcul d’indice on montre que Q' = 2. Ainsi 8|h(K). D’ou ce cas est a rejeter.
*) Si () (E) = —1, alors h(p1g1g2) =2 (mod 4). Comme h(pp1g1g2) =4 (mod 8),
rangH = 2 et Q' =1 ou Q' = 2, alors de la formule (*) on trouve que Q' = 2 et
h(K) =4 (mod38).

Conclusion 1. Soit K = Q(\/p, \/p1a1¢2) tel que (L) = —(L) = —(L£) = 1. Alors

le 2-groupe de classes de K est de type (2,2) si et seulemenglsz' (i—i)(q—z) =—1.

b) On suppose qu’un seul élément de {(L), (£), (L)} est égal a —1.

bi) Si(L)=-1let(&)=(2)=1, alors rangH = 2 (voir théoréeme 1). On
distingue les cas suivants:

*) Si(B) = (&) =1, alors 4|h(p1g1¢2). Or 8|h(pp1q142), donc 8|h(K). Ainsi ce
cas est a rejeter.

*) Si (%) = (i—;) = —1, alors h(p1q1q2) = 2(mod4). Comme h(ppigige) =
4 (mod8), rangH = 2 et Q' = 1 ou bien Q' = 2, alors d’aprés la formule (*) on
trouve que Q' =2 et h(K) = 4 (mod38).

*)Si(B)(2) = —1, alors h(p1g1g2) = 2 (mod 4). Comme h(pp1q1g2) = 4 (mod 8)

et rangH = 2, alors on trouve que Q' =2 et h(K) = 4 (mod8).

b2) Si (L) = 1et (Z)(L) = —1, alors rangH = 2 (voir théoréeme 1). On
distingue les cas Su1vants
*) Si(B) = (&) = -1, alors h(piqig2) = 2(mod4). Comme h(ppigigz) =

4 (mod 8) et rangH = 2, alors, comme dans by), on trouve que Q' = 2 et h(K) =
4 (mod8).
) 81 () (22)

et rangH = 2, alors on trouve que Q' =2 et h(K) = 4 (mod8).

*) Si(B) = (E) =1, alors 4|h(p1q1g2). Or 8|h(pp1g1g2) donc 8|A(K). Ainsi ce
cas est a rejeter.
Conclusion 2. Soit K = Q(\/D,/P1q1q2) tel quep =p1 = —q1 = —q2 = 1 (mod 4)
et un seul élément de {(£), (L), (L)} est égal a —1. Alors pour que le 2-groupe de
classes de K soit de type (2, 2) il faut et il suffit que l'une des conditions suivantes
soit vérifiée:

() = (2) = —(£) =1 et [(2) = (2) = —1 ou (2)(22) = —1],

2) (pl) L(E)NE) =—1et[(5)=(5)=—1ou(f)(5)=—1].

—1, alors h(p1q1¢2) = 2 (mod 4). Comme h(pp1¢g1q2) = 4 (mod8)
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On énonce ainsi le théoréme suivant:

Théoreme 5. Soit K = Q(\/p, /P1q1q2) tel quep =p1 = —q1 = —q2 = 1 (mod 4).
Alors le 2-groupe de classes de K est de type (2,2) si et seulement si l'une des
conditions suivantes est vérifiée:

1(2)=~(2)=—(2) =1 et (B)(&) = -1,
2 [(B) = —lou(Z) = —1]et [ (&)= (&)= —(&) =1ou{(Z) =
Let (F)(L5)=—-1}].

Exemples numériques.

I- Premiere application.

*) On prend p = 133 et d = 3.

On a h(pd) = 8. Alors, d’apres le théoréme 3, h(K) = 4 (mod8) et le 2-groupe
de classes de K est cyclique.

*) On prend p =113 et d = 2.

On a h(pd) = 8. Alors, d’apres le théoreme 5, h(K) = 4 (mod8) et le 2-groupe
de classes de K est cyclique.

*Y Onprend p=13, ¢ =3 et g2 =T.

On a le 2-groupe de classes de K est trivial.

*) On prend p =41 et d = 2.

On a h(pd) = 4 et le 2-groupe de classes de K est cyclique d’ordre 2.

*) On prend p =5 et d = 219.

On a h(pd) = 2 et le 2-groupe de classes de K est trivial.

II- Deuxieme application.

*) On prend p=5, py =13, g1 = 11 et g2 = 19.

Ona (L) =-1,(L)=(L)=1et (5)=—1. Alors, d’apreés le théoréme 5, le
2-groupe de classes de K est de type (2,2).

*) On prend p =5, p1 =29, g1 = 3 et g2 = 11.

Ona (L) =1,(L)=—(L)=1et (L) =—1. Alors, d’apres le théoréme 5, le
2-groupe de classes de K est de type (2,2).

*Y Onprend p=>5,p1 =29, 1 =3 et g2 =7.

Ona (Z) =1,(L) = (L) =-1et (5) = —(&) = 1. Alors, d’aprés le
théoreme 5, le 2-groupe de classes de K est de type (2,2).

*) On prend p =5, p1 = 13, ¢1 = 3 et g2 quelconque.

On a (p%) = —1et (qﬂl) = —1. Alors, d’aprés le théoréme 4, le 2-groupe de
classes de K est cyclique.

Q
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